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Numeri 
 La matematica si fonda sul concetto di numero, il quale, nell’arco dei secoli, ha 
subito successivi ampliamenti dovuti principalmente ad esigenze: 
 - aritmetiche, nel senso che quando in un insieme di numeri  un’operazione non 
ha significato, si cerca di ampliare tale insieme introducendo nuovi numeri che 
consentano di eseguire sempre l’operazione in questione; 
 - geometriche, nel senso di rendere misurabili grandezze che non lo sono 
nell’insieme di numeri in cui si sta operando. 
 Quindi sono stati man mano introdotti i numeri naturali, gli interi, i razionali, i 
reali.1 
 Le classi numeriche man mano introdotte sono tali che ciascuna di esse è 
contenuta in quelle successive, poiché gli ampliamenti vengono effettuati in modo 
da mantenere le proprietà formali di cui godono le varie operazioni, secondo il 
“principio di permanenza delle proprietà formali” enunciato dal matematico Hankel: 
le proprietà valide per le strutture più ristrette, devono essere valide quanto più 
possibile, per tutte le strutture più ampie sviluppatesi successivamente. 
 
 
 
2.1 Numeri naturali 
 
 L’insieme dei numeri naturali si indica con il simbolo N e la sua 
rappresentazione per elencazione è: 
   N = {0,1,2,3,4,5,...}. 
 Tali numeri furono i primi utilizzati dall’uomo allo scopo di contare gli oggetti di 
uso più comune. Successivamente si sono definite delle operazioni da compiere 
utilizzando questi numeri e le loro proprietà. 
 Si definisce un ordine (ossia una relazione d’ordine stretto: verifica cioè le 
proprietà antiriflessiva e transitiva) nell’insieme dei numeri naturali nel modo 
seguente, assumendo che la scrittura “x < y” stia ad indicare che “il numero naturale 
x è più piccolo del numero naturale y”: 
   0 < 1 < 2 < 3 < 4 < 5 <... 
                                                            
1 Per la matematica è necessaria anche la conoscenza della classe dei numeri 
complessi (i quali risultano essere un’estensione dei numeri reali) che tuttavia non 
saranno trattati in questo testo.  
 Tale ordine in N soddisfa la legge di tricotomia, il che significa che è sempre 
possibile confrontare due numeri naturali qualsiasi x e y, in quanto questi verificano 
una ed una sola delle seguenti relazioni: x < y, x = y, x > y. 
 La relazione di uguaglianza tra numeri naturali, verifica le proprietà: 
   - riflessiva: ∀a∈N si ha a = a; 
   - simmetrica: ∀a, b∈N  se a = b allora b = a; 
   - transitiva: ∀a, b, c∈N  se a = b e b = c allora a = c, 
pertanto è una relazione di equivalenza. 
 Disponendo i numeri naturali su una semiretta orientata da sinistra verso destra 
in modo che, a partire dall’origine O di questa, ad ogni numero corrisponda un punto 
della semiretta e che, se i numeri x e y sono tali che x < y, il punto che rappresenta x 
precede quello che rappresenta y sulla semiretta, si ha la rappresentazione di N 
riportata in fig. 2.1. 
 
                                    O 
                                     •   •   •   •   •   •   •   •   •                    N 
                                    0   1   2   3   4   5   6   7  8.................. 
 
fig. 2.1 
 
 Inoltre l’insieme N è un insieme discreto, poiché, presi due numeri qualsiasi non 
consecutivi, esiste un numero finito di numeri naturali tra essi compresi. 
 In N si definiscono le seguenti operazioni binarie, cioè, riferite a due qualsiasi 
numeri naturali a e b, esse forniscono come risultato un unico numero: 
   - addizione, in simboli: a + b; 
   - moltiplicazione, in simboli a . b. 
 Queste si dicono operazioni interne a N, poiché sommando o moltiplicando due 
numeri naturali qualsiasi,  il risultato che si ottiene è ancora un numero naturale, 
cioè, in simboli: 
    . 
 Le proprietà di cui godono tali operazioni sono: 
- proprietà commutativa:   
    
cioè la somma ed il prodotto non dipendono dall’ordine con cui i termini (addendi, 
nel caso della somma, fattori nel caso del prodotto) sono disposti; 
- proprietà associativa:  
    
cioè i termini si possono associare a piacere utilizzando le parentesi; 
- proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla somma: 
 
    
cioè è consentito mettere in evidenza un fattore comune a più termini di una somma; 
- esistenza dell’elemento neutro uguale a 0 per la somma e uguale a 1 per la 
moltiplicazione: 
    . 
 Per la moltiplicazione vale, inoltre, la legge dell’annullamento del prodotto, per 
cui il prodotto è nullo se e solo se è nullo almeno uno dei fattori. In simboli: 
   ∀a, b∈N:   a . b = 0 ⇔ a = 0 ∨ b = 0 . 
 Per quanto riguarda invece le operazioni inverse alle precedenti, cioè la 
sottrazione e la divisione2, queste non sono operazioni interne ad N, in quanto 
eseguendole tra due numeri naturali qualsiasi a e b, il risultato che si ottiene può non 
appartenere ad N. Si tenga presente che: 
    
    (il che significa che a è multiplo 
di b secondo un numero certo naturale). 
 Sorge quindi l’esigenza di ampliare l’insieme dei numeri naturali per poter 
ottenere insiemi numerici in cui sottrazione e divisione risultino operazioni interne. 
 E’ possibile comunque definire in N la divisione con resto, ossia: 
se a, b sono numeri naturali e b è diverso da 0, esistono  due numeri naturali q, detto 
quoziente, e r, detto resto, tali che vale: 
    dove 0 ≤ r < b. 
 
 
 
2.2 Numeri interi relativi 
 
 L’insieme dei numeri interi relativi si indica col simbolo Z e contiene i numeri 
naturali preceduti dal segno + o dal segno -, cioè, utilizzando la rappresentazione per 
elencazione: 
    
(il segno “+” in genere non si scrive quando si vuole indicare un numero intero 
positivo). 
 Estendendo quanto esposto nel paragrafo 2.1, i numeri interi relativi possono 
essere disposti su una retta come mostra la  fig 2.2. 
            O 
                                                            
2 La divisione tra due numeri naturali a e b, in simboli  oppure a : b, con b ≠ 0,  è 
intesa come operazione inversa della moltiplicazione, cioè avente lo scopo di 
determinare un numero naturale q che, moltiplicato per b, dia a: 
   a : b = q  ⇔ b . q = a . 
                                      •   •   •   •   •   •   •   •   •        Z 
                                         ..... -4  -3 -2 -1   0   1  2    3  4 ..... 
 
fig. 2.2 
 
 L’estensione dell’insieme dei numeri naturali, a quello degli interi relativi è 
dovuta all’esigenza di dare significato all’operazione di sottrazione senza eccezione. 
 In Z  si definisce, per ogni numero a,  il suo opposto, che non è altro che a 
cambiato di segno, indicato quindi con - a, ossia quel numero3 che, sommato con a, 
fornisce 0 come risultato (cioè l’elemento neutro della somma): 
   a + (- a) = (-a) + a = 0. 
 Si definisce poi in Z l’operazione di differenza tra due qualsiasi numeri a e b, 
come somma (operazione interna a Z, così come ad N) tra a e l’opposto di b, in 
simboli: 
    
 Il risultato di tale operazione è dunque ancora un numero intero, in simboli: 
   , 
pertanto la differenza risulta un’operazione sempre possibile (anche quando a < b) e 
quindi è interna a Z. 
 Nell’insieme dei numeri interi rimangono valide tutte le proprietà enunciate nel 
paragrafo precedente per i numeri naturali, secondo l’esigenza formulata da Hankel, 
inoltre tali proprietà consentono di spiegare la “regola dei segni” per la 
moltiplicazione in Z. 
 Applicando infatti la legge dell’annullamento del prodotto si ottiene, per ogni 
coppia di numeri interi relativi a e b: 
(1.1)      
e quindi, applicando la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto 
all’addizione nel primo membro della (1.1), si ha: 
    
ossia: 
   . 
Il primo membro dell’uguaglianza sopra è uguale a zero se e solo se  è 
l’opposto di a . b (per definizione di opposto di un numero intero relativo), cioè: 
    
da cui si ricava la seguente regola dei segni: . 
 Per la proprietà commutativa del prodotto si ha poi che: 
    
e quindi si deduce la regola: . 
 Inoltre da: 
    
si ottiene, applicando, al primo membro, la proprietà distributiva della 
moltiplicazione rispetto alla somma: 
                                                            
3 Si noti inoltre che - a può essere positivo: ad esempio se a = - 5. 
 
    
che, per la regola  sopra dimostrata, può essere riscritta nel modo seguente: 
   . 
Il primo membro dell’uguaglianza sopra è uguale a zero se e solo se: 
    
e quindi si deduce la regola: . 
 Riassumendo tutte le regole dei segni per quanto riguarda la moltiplicazione: 
   + . + = + 
    
    
     . 
 
 
 
2.3 Numeri razionali 
 
 L’insieme dei numeri razionali si indica col simbolo Q. L’estensione 
dell’insieme dei numeri interi relativi a quello dei numeri razionali è dovuta 
all’esigenza di dare sempre  significato all’operazione di divisione (tranne a quella 
per zero, che è priva di significato anche in ogni ampliamento successivo). 
 L’insieme dei numeri razionali4 è l’insieme delle frazioni di numeri interi, cioè: 
   . 
 Una frazione  si dice: 
1) propria nel caso in cui il denominatore è maggiore del numeratore: q > p; 
2) impropria se il denominatore è minore rispetto al numeratore: q < p; 
3) apparente se il numeratore è multiplo del denominatore, ossia se si verifica:  
   . 
                                                            
4 In modo rigoroso, si definisce numero razionale un insieme di frazioni tra loro 
equivalenti, nel senso che, ridotte ai minimi termini, danno lo stesso risultato. Ad 
esempio, poiché , la totalità di tali frazioni, equivalenti tra 
loro, rappresenta lo stesso numero razionale, per indicare il quale si usa, un 
rappresentante della classe che, in genere,  è la frazione ridotta ai minimi termini, 
cioè . Dunque per definire l’insieme dei numeri razionali occorre introdurre la 
relazione di equivalenza tra frazioni, dopodiché ogni classe di equivalenza si dice 
numero razionale. 
 
 Per quanto riguarda l’aritmetica in Q, si ha, dati due numeri razionali a =  e b 
= : 
 -  a = b se mq = np, a ≠ b se mq ≠ np; 
 -  l’addizione e la moltiplicazione sono definite dalle uguaglianze 
   ; 
 - i numeri  sono gli elementi neutri rispettivamente per l’addizione 
e la moltiplicazione: 
   a + 0 = a ; a . 1 = a  ∀a∈Q; 
 - le operazioni inverse, sottrazione e divisione, si riducono a quelle dirette dopo 
aver introdotto l’opposto di a, cioè - a = - , il suo reciproco a-1 = , definiti da: 
   a + (- a ) = 0 ∀a∈Q; a . a-1 = 1 ∀a∈Q, a  ≠ 0; 
infatti si ha: 
   b - a = b + (- a)     e    b : a = b . a-1 ; 
 -  si definisce l’operazione di elevamento a potenza an , n∈N, come il prodotto di 
n fattori uguali ad a se n > 1, intendendo che a1 = a; si pone inoltre, se a ≠ 0: 
   a0 = 1  e  a-n  = . 
 Le operazioni inverse dell’operazione di elevamento a potenza che sono, 
partendo da  an  = b: l’estrazione di radice se si vuole determinare a conoscendo b ed 
n, calcolo del logaritmo se si vuole n conoscendo a e b, non sono sempre possibili in 
Q, con esponenti interi. Pertanto è necessario un ulteriore ampliamento. 
 Per tutte le operazioni in Q valgono le proprietà formali enunciate nei paragrafi 
2.1 e 2.2 per gli insiemi numerici N e Z (contenuti in Q). 
 L’ordine definito nell’insieme dei numeri razionali è, a differenza di quanto vale 
per N e Z 5,  non discreto, il che significa che tra due numeri razionali distinti 
qualsiasi esiste un numero infinito di altri numeri razionali: per questa proprietà 
l’insieme Q si dice denso (ciò implica che i numeri razionali non ammettono 
successivo immediato). Questo è una conseguenza del fatto che tra due numeri 
razionali esiste sempre un altro razionale, in simboli: 
    
                                                            
5 L’insieme N è discreto, cioè (come già si è osservato nel paragrafo 2.1) tra due 
numeri naturali non consecutivi, esiste un numero finito di numeri naturali. 
Analogamente l’insieme Z è discreto. 
infatti da r < s si deduce: r+r < r+s < s+s e quindi: 2r < r+s < 2s. Dividendo per 2 
tutti e tre i membri si ottiene: ; ponendo ora  si è trovato un 
. 
 
 
 
2.4 Numeri reali 
 
 L’insieme dei numeri reali si indica col simbolo R. 
 La necessità dell’introduzione di tale insieme di numeri proviene da due 
problemi fondamentali che non sono risolvibili nell’insieme Q: il problema della 
misura e il problema dell’estrazione di radice. 
 Il primo di questi consiste nel fatto che si è scoperta l’esistenza di grandezze 
incommensurabili con una misura data, cioè di grandezze non misurabili con 
l’insieme dei numeri razionali: è noto dalla geometria che esistono grandezze 
commensurabili (due segmenti α e β per i quali esistono due numeri naturali m ed n 
tali che mα = nβ per cui si ha β = α , e  è la misura di β rispetto ad α, preso 
come unità di misura) ed esistono grandezze incommensurabili (per esempio 
esistono coppie di segmenti che non ammettono alcun multiplo comune: il lato e la 
diagonale di un quadrato). 
 Il problema dell’estrazione di radice consiste nel fatto che esistono numeri 
razionali che non sono potenze n-esime perfette. Per esempio, se si considera il 
quadrato col lato unitario e si determina la sua diagonale d, applicando, il teorema di 
Pitagora, si ottiene: 
   . 
 E’ possibile dimostrare che non esiste alcun numero razionale d il cui quadrato 
sia uguale a 2. Infatti se si suppone che esista un numero razionale , con p e q 
numeri interi primi tra loro, tale che il suo quadrato sia 2, in simboli: 
    
si ha allora che 
   . 
 I due numeri interi p2 e 2q2 dovrebbero dunque avere la stessa scomposizione in 
fattori primi. Ciò è assurdo: per quanto riguarda la scomposizione di p2 si osserva 
che il fattore 2 o non compare (se p è dispari) o compare un numero pari di volte (se 
p è pari), mentre nella scomposizione di 2q2 il fattore 2 è presente, in ogni caso, un 
numero dispari di volte. 
 Quindi per poter risolvere il problema della misura, al fine di riuscire anche a 
determinare la diagonale d del quadrato e, più in generale, per poter risolvere senza 
eccezioni, rispetto ad a, equazioni del tipo an  = b, è necessario introdurre un nuovo 
insieme di numeri, R, in cui poter definire la radice n-esima di un numero razionale, 
ossia l’operazione inversa all’elevamento a potenza. 
 L’insieme dei numeri reali comprenderà oltre ai numeri razionali detti reali 
razionali, anche i reali irrazionali, ossia quei numeri che non sono esprimibili come 
rapporto di numeri interi, ma che sono necessari per rendere sempre risolubili, 
rispetto ad a, equazioni del tipo an  = b. 
 Uno dei modi possibili per definire i numeri reali è quello delle classi contigue 
che si basa sul fatto che un numero reale è noto quando si conoscono le sue 
approssimazioni razionali per difetto e per eccesso. Si intende ora fornire una traccia 
di tale procedimento. 
 Osserviamo innanzi tutto che è sempre possibile determinare numeri razionali il 
cui quadrato differisce da 2 tanto poco quanto si vuole: infatti valgono le seguenti 
disuguaglianze: 
    
Attraverso tali disuguaglianze è possibile individuare due classi di numeri che 
indicheremo con S e W: 
    
 Si ha che ogni numero della classe S è minore di ogni numero della classe W, 
inoltre la differenza tra valori di ugual posto tende ad essere sempre più piccola man 
mano che aumenta il numero di decimali che si considerano: infatti i valori di tali 
differenze sono: 1, ,... Le classi S e W si dicono contigue e l’elemento 
maggiore di ogni numero di S e minore di ogni numero di W, chiamato elemento 
separatore di S e W, è , che come dimostrato sopra, non è un numero razionale, 
perciò viene detto reale irrazionale. 
 Generalizzando quanto illustrato con l’esempio precedente, si possono introdurre 
i numeri reali partendo dalla seguente definizione: 
 due classi A e B di numeri razionali si dicono “contigue” se soddisfano le 
seguenti condizioni: 
 - ogni numero di A è minore o uguale di ogni numero di B (le classi sono 
separate); 
 - preso un numero razionale ε > 0, piccolo a piacere (per esempio 10-1, 10-2, ..., 
10-n), è possibile determinare un numero a∈ A ed un numero b∈ B tali che: 
    b - a < ε     (le classi sono ravvicinate). 
 Si dice poi elemento separatore di una coppia di classi contigue (A, B), un 
numero razionale l che è maggiore o uguale di ogni elemento di A e 
contemporaneamente minore o uguale di ogni elemento di B. 
 Come mostra l’esempio precedente, esistono coppie di classi contigue prive di 
elemento di separazione razionale. 
 Allora si ha: 
 - quando esiste l’elemento separatore razionale di due classi contigue, questo 
viene individuato mediante una coppia classi contigue (A, B) dell’elemento stesso, 
come quell’unico numero razionale maggiore o uguale di ogni elemento di A e 
minore o uguale di tutti i numeri di B; 
 - quando non esiste l’elemento di separazione razionale, si dice che una coppia di 
classi contigue definisce un nuovo ente aritmetico detto numero irrazionale. 
 Si ha pertanto che una coppia di classi contigue ammette sempre elemento 
separatore, razionale o irrazionale. 
 Viene quindi detto numero reale un qualsiasi numero razionale o irrazionale. 
  
 Si richiamano ora le proprietà essenziali dell’insieme dei numeri reali6. 
 In R sono definite due operazioni, la somma e il prodotto, che associano a due 
numeri reali qualsiasi a e b, rispettivamente a + b e a . b. Per ogni terna di numeri 
reali a, b, c valgono, per le suddette operazioni, le seguenti proprietà: 
 - commutativa: a + b = b + a     e     a . b = b . a; 
 - associativa:  a + (b + c) = (a + b) + c     e     a . (b .  c) = (a .  b) .  c 
 - esistenza dell’elemento neutro: a + 0 = a     e     a . 1 = a; 
 - esistenza dell’inverso: a + (-a) = 0     e     a .  = 1 se a ≠ 0. 
 La somma e il prodotto sono legate tra loro dalla proprietà: 
 - distributiva: (a + b) . c = a . c + b . c. 
 Nell’insieme dei numeri reali è definita una relazione d’ordine totale, indicata col 
simbolo “≤“ (che si legge “minore o uguale”) ossia una relazione che verifica le 
seguenti proprietà: 
 - riflessiva: a ≤ a ∀a∈R; 
 - antisimmetrica: a ≤ b ∧ b ≤ a ⇒ a = b ∀a, b∈R; 
 - transitiva: a ≤ b ∧ b ≤ c ⇒ a ≤ c ∀a, b, c∈R; 
e la legge di dicotomia, secondo la quale due numeri reali risultano sempre 
confrontabili mediante la relazione  “≤“, ossia, in simboli: 
   a ≤ b oppure b ≤ a ∀a, b∈R. 
 Si richiama inoltre che la scrittura “a < b” indica che valgono entrambe le 
condizioni a ≤ b e a ≠ b. Il lettore rifletta poi sul fatto che, quando due numeri a e b 
                                                            
6 Non è scopo di questo testo svolgere una trattazione rigorosa delle proprietà di R, 
così come della definizione di tale insieme di numeri, per la quale si invita il lettore 
interessato a consultare testi universitari di analisi matematica. 
 
soddisfano la disuguaglianza a < b, allora risulta vera anche a ≤ b. Analogamente, se 
a = b, è corretto affermare che a ≤ b. Ad esempio si possono scrivere le seguenti: 
   3 < 6, 3 ≤ 6, -5 = -5, -5 ≤ -5. 
 Infine si ricorda che la scrittura a ≥ b è equivalente a b ≤ a, mentre a > b equivale 
a b < a. 
 Le operazioni algebriche e l’ordinamento in R sono legati tra loro mediante le 
seguenti proprietà: 
 - se a ≤ b allora a + c ≤ b + c per ogni c∈R; 
 - se 0 ≤ a e 0 ≤ b allora 0 ≤ a . b. 
 Ognuna delle precedenti proprietà è verificata anche dall’insieme Q. La proprietà 
che invece caratterizza R rispetto a Q è la proprietà di completezza che si basa sulla 
seguente definizione. 
 Si dice sezione di R una coppia (A, B) di sottoinsiemi non vuoti di R tali che: 
 - A ∪ B = R, A ∩ B = ∅; 
 - se a ∈ A e b ∈ B allora a ≤ b. 
 La proprietà di completezza o di continuità di R si esprime nel modo seguente: 
 per ogni sezione  (A, B) di R esiste uno ed un solo numero reale l tale che, per 
ogni a ∈ A e per ogni b ∈ B vale a ≤ l ≤ b. Il numero l si dice elemento separatore di 
A e di B. 
 La proprietà di completezza di R, consente di costruire una corrispondenza 
biunivoca tra tale insieme e una retta. 
 Si consideri una retta r e si fissi su essa un punto O, detto origine, e un secondo 
punto U, distinto dall’origine. In questo modo, il segmento OU viene utilizzato 
come unità di misura della lunghezza dei segmenti, inoltre risultano individuate da 
O su r due semirette: quella che contiene U, detta semiretta positiva e l’altra, detta 
semiretta negativa. 
 Si consideri quindi un punto P su r e il segmento OP, la cui misura verrà indicata 
con . 
 Per la proprietà di completezza dei numeri reali, ad ogni punto P di r è associato 
uno ed un solo numero reale x, tale che   = x, se P appartiene alla semiretta 
positiva; mentre se P appartiene alla semiretta negativa, a P è associato    - x, tale 
che  = x. In particolare all’origine O è associato il numero reale x = 0, mentre x = 
1 è il corrispondente del punto U. 
 Viceversa, assegnato un numero reale x, è possibile individuare uno ed un solo 
punto P della retta r: se x = 0 come punto associato si sceglie O, se x > 0 si sceglie il 
punto P della semiretta positiva tale che  = x, se infine x < 0 si sceglie il punto P 
della semiretta negativa di nuovo in modo che  = x. 
 In questo modo ad ogni numero reale x resta associato uno ed un solo punto P di 
r e ad ogni punto P, viene fatto corrispondere uno ed un solo x∈R, che viene detto 
ascissa di P. 
 D’altra parte, il fatto che Q non è completo, in quanto esistono sezioni di Q prive 
di elemento separatore razionale, impedisce di porre in corrispondenza biunivoca i 
numeri razionali e i punti di una retta. Infatti la prima parte della costruzione non è 
possibile, in quanto esistono punti P di r tali che  non corrisponde ad un numero 
razionale, il che equivale a dire che i segmenti OP e OU sono incommensurabili tra 
loro: questo accade, ad esempio se OP coincide con la diagonale del quadrato di lato 
unitario. La seconda parte della costruzione può invece essere realizzata: assegnato 
un numero razionale positivo p/q è sempre possibile determinare un unico punto P 
della semiretta positiva tale che  = p/q; analogamente, se il numero assegnato p/q 
è negativo, si sceglierà l’unico punto P tale che  = p/q, però sulla semiretta 
negativa di r. 
 Poiché si è dimostrata l’esistenza di una funzione biunivoca tra retta ed R, si 
possono identificare punti della retta e numeri reali, parlando di retta reale  o retta 
numerica. Inoltre, la relazione d’ordine definita in R assume il seguente significato 
geometrico: la condizione a < b equivale al fatto che il punto A di r di ascissa a 
precede, nella direzione positiva di r, il punto B di r con ascissa b. 
